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解的存在性

Ø  经典 Weierstrass 极值定理：下半连续 （lower semi-continuous）的函数 f 在紧集

C上一定存在最小值点.

Ø下半连续函数：若对任意x, 有 liminfy→x f(y) ≥ f(x)

Ø推广的Weierstrass 定理：若函数f 适当且闭, 且以下条件中任意一个成立:

I. dom f = {x ∈ X : f(x) < +∞} 是有界的;

II. 存在一个常数γ 使得下水平集Cγ = {x ∈ X : f(x) ≤  γ} 是非空且有界的;

III. f 是强制的, 即对于任一满足||xk|| → +∞ 的点列{xk} ⊂ X, 都有limk→∞f(xk) = +∞,

则函数 f 的最小值点集{x ∈ X | f(x) ≤ f(y), ∀y ∈ X} 非空且紧.

 min . . .
x

f x s t x 

在许多实际问题中, 定义域可能不是紧的, 目标函数也不一定下
半连续, 因此需要将此定理推广来保证最优化问题解的存在性.
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解的唯一性

Ø 强拟凸函数：给定凸集X 和函数 f . 若任取x ≠ y 和λ ∈ (0, 1), 有

f(λx + (1 − λ)y) < max{f(x), f(y)} 

p 任意强凸函数均为强拟凸的, 但凸函数并不一定是强拟凸的.

p 唯一性：设X 是Rn 的一个非空, 紧且凸的子集, 如果 f 是适当, 闭且强

拟凸函数, 那么存在唯一的x∗ 满足

f(x∗ ) < f(x), ∀x ∈ X\{x}.
对于一般的凸函数, 其最优解可能不唯一
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最优性理论

Ø   情形一：函数 f 是连续可微的

p (一阶必要条件) 假设 f 在全空间Rn可微. 如果x∗ 是一个局部极小点, 那么

∇f(x∗ ) = 0.（若函数 f 是凸的，则∇f(x∗ ) = 0 → x∗ 是 f 的全局极小点）

Proof. 根据x∗ 的最优性, 在上式中进行整理分别对t取点0处的左, 右极限可知

limt→0+  f(x∗  + tv) − f(x∗ ) / t = vT∇f(x∗ ) ≥ 0,

limt→0-  f(x∗  + tv) − f(x∗ ) / t = vT∇f(x∗ ) ≤ 0,

即对任意的 v 有vT∇f(x∗ ) = 0, 由 v 的任意性知∇f(x∗ ) = 0.

 min
x

f x

如何判断x*是否是函数 f 的一个局部极小解或者全局极小解?
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最优性理论

Ø  (二阶最优性条件)

必要条件: 若x∗ 是 f 的一个局部极小点, 则∇f(x∗ ) = 0,∇2f(x∗ ) ⪰  0.

充分条件: 若∇f(x∗ ) = 0,∇2f(x∗ ) ≻  0, 则x∗ 是 f 的一个局部极小点.

必要性：(反证法) 若∇2f(x∗ )有负的特征值λ− < 0, 设∇2f(x∗ )d = λ−d. 

上式 = 1/2λ- + o(1)

充分性：上式 ≥ 1/2λmin + o(1)

现在能否判断x*是否是函数 f 的一个局部极小解?

       
* *

2 *
2

1 1
2

Tf x d f x d df x
d dd


 

  
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最优性理论

Ø  线性最小二乘

Ø  非线性最小二乘

Ø  神经网络模型
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最优性理论
Ø import numpy as np

Ø import gurobipy as gp

Ø from gurobipy import GRB

Ø m = gp.Model("my_model")

Ø x = m.addVars(range(3),vtype=GRB.CONTINUOUS, name="x")

Ø m.setObjective(x[2] ** 2 + x[1] ** 2 - x[1] * x[2] - x[2], GRB.MINIMIZE)

Ø m.addGenConstrSin(x[0], x[2])

Ø m.Params.NonConvex=2 

Ø m.optimize()

Ø for i in x.keys():

Ø     print('x[%d] = %f' % (i,x[i].x))

Ø def Gradientob(x):

Ø     return np.array([2*np.sin(x[0])*np.cos(x[0])-x[1]*np.cos(x[0])-np.cos(x[0]),2*x[1]-np.sin(x[0])])

Ø def Hessianob(x):

Ø     return np.array([[2*np.cos(2*x[0])+x[1]*np.sin(x[0])+np.sin(x[0]),-np.cos(x[0])],[-np.cos(x[0]),2]])

Ø print(Gradientob([x[0].x,x[1].x]))

Ø A = Hessianob([x[0].x,x[1].x])

Ø eigenvalues, eigenvectors = np.linalg.eig(A)

Ø print("特征值：", eigenvalues)
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最优性理论

Ø   情形二：函数 f 是不可微的

p (一阶充要条件) 假设 f 是适当且凸的函数.. 如果x∗ 是一个全局极小点, 当

且仅当 0 ∈ ∂f(x∗ ) .

Proof. f(y) ≥ f(x∗ ) + 0T (y − x∗ ), ∀y.

p 假设 f 是可微的, h 是凸函数(可能非光滑). 如果x∗ 是f + h 的一个局部极小

点, 当且仅当−∇f(x∗ ) ∈ ∂h(x∗ ).

 min
x

f x

如何判断x*是否是函数 f 的一个局部极小解或者全局极小解?

1.写出Lasso问题和神经网络模型的一阶充要条件？ 2.对于非凸优化，其最优性理论如何？
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