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凸集与凸函数

Ø 一阶判别法1: 对于定义在凸集上的可微函数f ，f 是凸函数当且仅当

f(y) ≥ f(x) + ∇f(x)T(y − x), ∀x, y ∈ dom f
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凸集与凸函数

Ø 必要性：设f 是凸函数，则对于任意的x, y ∈ dom f 以及t ∈ (0, 1)，有

tf (y) + (1 − t)f(x) ≥ f(x + t(y − x)).

Ø将上式移项，两边同时除以t，注意t > 0，则

Ø令t → 0，由极限保号性可得

        f x t y x f x
f y f x

t
  

 

            
0

lim T

t

f x t y x f x
f y f x f x y x

t

  
    
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凸集与凸函数

Ø 充分性：对任意x, y ∈ dom f 以及任意t ∈ (0, 1)，定义z = tx + (1 − t)y，

应用两次一阶条件，有

f(x) ≥ f(z) + ∇f(z)T(x − z)

f(y) ≥ f(z) + ∇f(z)T(y − z)

Ø将上述第一个不等式两边同时乘t，第二个不等式两边同时乘1 − t，相

加得

tf (x) + (1 − t)f(y) ≥  f(z)
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凸集与凸函数

Ø  一阶判别法2：设f 为可微函数，则f 为凸函数当且仅当dom f 为凸集且∇f 

为单调映射.

(∇f (x) - ∇f (y))T(x - y) ≥ 0, ∀ x,y ∈ dom f 

Ø f(y) ≥ f(x) + ∇f(x)T(y − x),  f(x) ≥ f(y) + ∇f(y)T(x − y)

将两式不等号左右两边相加即可得到结论．反过来，
1

0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )T T Tf y f x f x y x f x t y x y x dt f x y x         

 
1

0
( ( )) ( ) ( )Tf x t y x f x y x dt     

 
1

0

1 ( ( )) ( ) ( ) 0Tf x t y x f x t y x dt
t

      
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凸集与凸函数

Ø例题: 利用一阶方法验证f(x)为凸函数

Ø一阶导数

I. (2x - 2y)(x - y), x > 0, y > 0

II. (0 - 0)(x - y), x ≤ 0, y ≤ 0

III. (2x - 0)(x - y), x > 0, y ≤ 0 

IV. (0 - 2y)(x - y), x ≤ 0, y > 0

 
2 , 0
0,
x x

f x
otherwise

 
 


 
2 , 0
0,
x x

f x
otherwise
  


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凸集与凸函数

Ø二阶判别法：设f 为定义在凸集上的二阶连续可微函数，f 是凸函数

当且仅当∇2f (x)半正定。如果∇2f (x)正定，则f 是严格凸函数。

Ø证明：（必要性）反设f(x)在点x处的海瑟矩阵不是半正定的，即存

在非零向量v ∈ Rn使得vT∇2f(x)v < 0．

Ø根据佩亚诺（Peano）余项的泰勒展开

Ø这显然和一阶条件矛盾

         2 2 21
2

T TTf x tv f x t f x v t v f x v t      

         2
2

10 1
2

T
TT f x tv f x t f x v

v f x v
t


   

   
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凸集与凸函数

Ø（充分性）对任意x, y ∈ dom f，根据泰勒展开

Ø由海瑟矩阵的半正定性可知对任意x, y ∈ dom f， 有

f(y) ≥ f(x) + ∇f(x)T(y − x)

Ø由凸函数判定的一阶判别法知f 为凸函数

Ø同理可证：如果∇2f (x)正定，则f 是严格凸函数。

              21
2

TT Tf y f x f x y x y x f x t y x y x        

练习：利用二阶判别法说明f(x) = 1/2xTAx + bTx和g(θ) = ||Xθ - y||2的凸性

＊课程思政：关注数据科学的关键方法，让学生了解数据科学中最优化的作用，增强他们学习兴趣。
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凸规划: 凸集与凸函数

Ø m.setObjective(x[2] ** 2 + x[1] ** 2 - x[1] * x[2] - x[2], GRB.MINIMIZE)

Ø m.addGenConstrSin(x[0], x[2])

Ø import numpy as np

Ø def Hessianob(x):

Ø     return np.array([[2*np.cos(2*x[0])+x[1]*np.sin(x[0])+np.sin(x[0]),-np.cos(x[0])],[-

np.cos(x[0]),2]])

Ø x = [np.pi/4, 0.333]

Ø A = Hessianob(x)

Ø eigenvalues, eigenvectors = np.linalg.eig(A)

Ø print("特征值：", eigenvalues)
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凸规划: 凸集与凸函数

Ø  练习：你能判断如下优化问题哪些是凸优化？

 
,

( )max . . 2 22.
d

II d s t d  


 

( )VIII 均值方差模型

( )X 深度神经网络模型

1
( )min ln . . .

n

i ix i
XI x x s t Ax b




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凸规划: 凸集与凸函数

Ø非负数乘: 若f 是凸函数，则αf 是凸函数，其中α ≥ 0.

Ø求和: 若f1, f2是凸函数，则f1 + f2是凸函数.

Ø与仿射函数的复合: 若f 是凸函数，则f(Ax + b)是凸函数.

p 例题：试说明如下函数的凸性？

   2
1

p
T
i i

i
f x a x b



 

   
1
log

p
T

i i
i

g x b a x


  
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凸规划: 凸集与凸函数

Ø 复合函数：给定函数g : Rn → R 和h : R → R, 对f(x) = h(g(x))

若      g是凸函数, h是凸函数, h单调不减     或

          g是凹函数, h是凸函数, h单调不增

那么f 是凸函数

p  例题：试说明如下函数的凸性？     exp ,f x g x g 是凸函数

   
1
log ,

p

i i
i

x g x g


  是凹函数

     1 , 0x g x
g x

  是凹函数，g
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凸规划: 凸集与凸函数

Ø  若f1, ..., fm是凸函数，则f(x) = max{f1(x), ..., fm(x)}是凸函数

Ø  例题：分段线性函数：f(x) = maxi=1,...,m(ai
Tx + bi) 是凸函数

Ø 若对每个y ∈ A，f(x, y) 是关于x的凸函数，则函数g(x) = supy∈Af(x, y)

是凸函数

Ø 例题：集合C的支撑函数：SC(x) = supy∈C yTx 是凸函数

Ø 若f(x, y)关于(x, y)是凸函数，C是凸集，则g(x) = infy∈Cf(x, y)是凸函数.
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Ø 强凸函数：f : Rn → R 为适当函数，若存在常数m > 0，使得

g(x) = f(x) - m/2||x||2

为凸函数，则称f(x)为强凸函数，其中m为强凸参数．为了方便我们也

称f(x)为m-强凸函数

凸规划: 凸集与凸函数

m-强凸函数有没有一阶、二阶判别法？
如果有，是什么？
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Ø 函数f 的共轭函数定义为

f∗ (y) = supx∈dom f {yTx − f(x)}. 

p Fenchel 不等式: f(x) + f∗ (y) ≥ yT x.

f∗ (y) = supx∈dom f {yTx − f(x)} ≥ yTx − f(x)

p 例题：试给出凸函数 f(x) = 1/2xTAx + bT x, g(x) = ||x||, h(x) = −log x 和

指示函数的共轭函数.

共轭函数

＊课程思政：可用于后续解释对偶理论，简化问题的求解过程并提高求解效率；还可以用于构建
模型的损失函数和正则化项, 引导学生思考模型构建中的“平衡”思想。
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共轭函数

Ø 二次共轭函数：函数f 的二次共轭函数定义为

f∗ ∗ (x) = supy∈ dom f∗ {xTy − f∗ (y)}.

p f∗ ∗ 恒为闭凸函数;

p 若f 为闭凸函数，则f∗ ∗ (x) = f(x).

Proof. 由Fenchel 不等式得f∗ ∗ (x) ≤ f(x). 反过来, 

用反证法, 假设(x, f∗ ∗ (x)) 不属于 epi f, 由凸集分离定理得存在(a, b) 使得

aTx + bTf∗ ∗ (x) > aTz + bTf(z), ∀(z, f(z)) ∈ epi f. (b < 0)

两边除以−b，对 z 取上确界有

−a/b x − f∗ ∗ (x) > f∗ (−a/b)
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次梯度

Ø  可微凸函数f 的一阶条件:

f(y) ≥ f(x) + ∇f(x)T(y − x)

Ø 设f 为适当凸函数，x为定义域dom f 中的一点．若向量g ∈ Rn满足

f(y) ≥ f(x) + gT(y − x), ∀y ∈ dom f,

Ø 则称g为函数 f 在点x处的一个次梯度．

Ø 进一步地，称集合

∂f(x) = {g | g ∈ Rn, f(y) ≥ f(x) + gT(y − x), ∀y ∈ dom f}

Ø 为f 在点x处的次微分.

若f 不可微，可否类似地定义一种梯度，使之具有梯度的一些性质？
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次梯度

Ø  绝对值函数 f(x) = |x|

Ø  问: ||x||1 的次微分是？

Ø  欧几里得范数 f(x) = ||x||2
p   如果x ≠ 0, ∂f(x) =1/||x||2x, 如果x = 0, ∂f(x) = {g:||g||2 ≤ 1}

Ø  f(x) = max{f1(x), f2(x)}, f1, f2 是凸函数

I. 点x0处的次梯度可取范围conv Ui ∂fi(x0)

II. 如果f1(x’) > f2(x’), f 在点x’ 处的次梯度等于∂f1(x’)

III. 如果f1(x’) < f2(x’), f 在点x’处的次梯度等于∂f2(x’)
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次梯度

Ø 存在性：设f 为凸函数，dom f 为其定义域．如果x ∈ int dom f，则∂f(x) 

是非空的，其中int dom f 的含义是集合dom f 的所有内点. 

proof. (x, f(x)) 是epi f 边界上的点, 

由凸集分离定理得存在(a, b) 使得

aTx + bTf(x) ≥ aTy + bTt, ∀(y, t) ∈ epi f. (b < 0)

取 t→∞ 可知b ≤ 0.

取y = x + ϵa ∈ dom f, ϵ > 0, 可知b≠ 0

因此b < 0 并且g = a/|b| 是f 在点x处的次梯度
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次梯度

Ø  设凸函数f(x)在x0 ∈ int dom f 处可微，则∂f(x0) = {∇f(x0)}.

proof. 根据可微凸函数的一阶条件可知梯度∇f(x0) 为次梯度

下证f(x) 在点x0 处不可能有其他次梯度．设g ∈ ∂f(x0)，根据次梯度的定义，

对任意的非零v ∈ Rn 且x0 + tv ∈ dom f, t > 0 有

f(x0 + tv) ≥ f(x0) + tgTv.

若g ≠∇f(x0)，取v = g − ∇f(x0) ≠ 0，上式变形为

令t → 0，根据Fréchet 可微定义，左边趋于0，而右边是非零正数，矛盾．

        00 0 0

TT g f x vf x tv f x t f x v
v

t v v
   

 
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次梯度

Ø  闭凸性：对任何x ∈ dom f，∂f(x) 是一个闭凸集（可能为空集）.

proof. 令gk ∈ ∂f(x) 为次梯度且gk → g，则f(y) ≥ f(x) + gk
T(y − x), ∀y ∈ domf,

在上述不等式中取极限，并注意到极限的保号性，最终我们有

f(y) ≥ f(x) + gT(y − x), ∀y ∈ domf.

设g1, g2 ∈ ∂f(x)，并设λ ∈ (0, 1)，由次梯度定义得

f(y) ≥ f(x) + g1
T(y − x), ∀y ∈ domf,

f(y) ≥ f(x) + g2
T(y − x), ∀y ∈ domf.

由上面第一式的λ 倍加上第二式的(1 − λ) 倍，可得

λg1 + (1 − λ)g2 ∈ ∂f(x)
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次梯度

Ø  有界性：如果x ∈ int dom f，则∂f(x) 非空有界集．

proof. 非空可由次梯度存在性直接得出

取充分小的r > 0, 使得

B = {x ± rei|i = 1, · · · , n} ⊂ dom f

对任意非零的g ∈ ∂f(x), 存在y ∈ B 满足

f(y) ≥ f(x) + gT(y − x) = f(x) + r||g||∞
由此得到∂f(x) 有界:

||g||∞ ≤ (maxy∈B f(y) − f(x))/r< +∞
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次梯度

Ø  单调性：设f : Rn → R 为凸函数，x, y ∈ dom f，则(u − v)T(x − y) ≥ 0, 其

中u ∈ ∂f(x)，v ∈ ∂f(y)．

Ø  连续性：设f(x)是闭凸函数且∂f 在点x’ 附近存在且非空．若序列xk → x’，

gk ∈ ∂f(xk) 为f(x)在点xk处的次梯度，且gk → g’，则g’ ∈ ∂f(x’)．

Ø  设函数f 是真的，且其定义域为凸集. 若对定义域中的任意x，∂f(x)非空，

则函数f 是凸的.
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次梯度

Ø  凸函数的非负线性组合：设f1, f2 : Rn → (−∞,+∞] 是两个凸函数，则对任

意的x ∈ Rn，有

∂f1(x) + ∂f2(x) ⊆ ∂(f1 + f2)(x).

     进一步地，若int dom f1 ∩ dom f2 ≠ ∅ ，f(x) = α1f1(x) + α2f2(x), α1, α2 ≥ 0, 

则f(x)的次微分为

∂f(x) = α1∂f1(x) + α2∂f2(x).

Ø 线性变量替换：设h为适当凸函数，f(x) = h(Ax + b). 若存在x♯ ∈ Rm，使

得Ax♯ + b ∈ int dom h，则

∂f(x) = AT∂h(Ax + b), ∀ x ∈ int dom f.



大数据优化与机器学习  彭振华  zhenhuapeng@whu.edu.cn

次梯度

Ø 设f1, f2, · · · , fm : Rn → (−∞,+∞] 均为凸函数，令

f(x) = max{f1(x), f2(x), · · · , fm(x)}, ∀x ∈ Rn.

对x0 ∈ ∩ int dom fi，定义I(x0) = {i: fi(x0) = f(x0)}，则

∂f(x0) = conv (∪i∈I(x0)∂fi(x0)).

其中，I(x0) 表示点x0 处“有效”函数的指标

p 如果fi 可微, ∂f(x0) = conv{∇fi(x0): i ∈ I(x0)}

f(x) = maxi=1,2,··· ,m{ai
Tx + bi}

∂f(x) = conv{ai: i ∈ I(x)}

其中I(x) = {i: ai
Tx + bi = f(x)}
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次梯度

Ø  f(x) = infyh(x, y), h 关于(x, y)联合凸，计算点x’处的一个次梯度：

      设y’ ∈ Rm 满足h(x’, y’) = f(x’)

      存在g ∈ Rn使得(g, 0) ∈ ∂h(x’, y’)，则g ∈ ∂f(x’)

设C是Rn中一闭凸集，令

f(x) = infy∈C||x − y||2

计算点x处的一个次梯度：

p 若f(x) = 0，则容易验证g = 0 ∈ ∂f(x)；

p 若f(x) > 0，取y为x在C上的投影，即y = PC(x)，计算

g =1/||x − y||2  (x − y) =1/||x − PC(x)||2  (x − PC(x))
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次梯度

Ø  设f1, f2, · · · , fm : Rn → (−∞,+∞] 为m个凸函数，h : Rm → (−∞,+∞] 为关于

各分量单调递增的凸函数，令

f(x) = h(f1(x), f2(x), · · · , fm(x)).

    计算点x处的一个次梯度:

p z = (z1, z2, · · · , zm) ∈ ∂h(f1(x), f2(x), · · · , fm(x)) 以及gi∈ ∂fi(x)

p g := z1g1 + z2g2 + · · · + zmgm ∈ ∂f(x)
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次梯度

Ø 设函数fi是凸函数，定义h(u, v) 为如下凸问题的最优值

minx f0(x)      s.t. fi(x) ≤ ui, i = 1,..., m, Ax = b + v. 

计算h(u, v) 的一个次梯度

max infx  f0(x) +⅀iλi(fi(x) − ui) + wT(Ax − b − v)   s.t. λ ≥ 0

如果λ, w是最优对偶变量，那么(−λ,−w) ∈ ∂h(u, v)
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次梯度

Ø 设函数fi是凸函数，定义h(u, v) 为如下凸问题的最优值

minx f0(x)      s.t. fi(x) ≤ ui, i = 1,..., m, Ax = b + v. 

计算h(u, v) 的一个次梯度

max infx  f0(x) +⅀iλi(fi(x) − ui) + wT(Ax − b − v)   s.t. λ ≥ 0

如果λ, w是最优对偶变量，那么(−λ,−w) ∈ ∂h(u, v)

Ø u是一个随机变量，h是关于x的凸函数，令

f(x) = Eh(x, u)

计算f(x)的一个次梯度

选择一个函数g 满足g(u) ∈ ∂xh(x, u)            g = Eu g(u) ∈ ∂f(x)
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拓展资料

Ø  方向导数：设f 为适当函数，给定点x0以及方向d ∈ Rn，方向导数（若

存在）定义为

limt↓0  f(x0 + td) − f(x0) / t,

其中t ↓ 0 表示 t 单调下降趋于0. 

Ø  设f 为适当凸函数，且在x处次微分不为空集，则对任意d ∈ Rn 有

∂f(x; d) = supg∈∂f(x)   gTd,

且当∂f(x; d) 不为无穷时，上确界可以取到．

p 例题： , 0,( )
, 0.
x xf x
x x

  
 
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拓展资料

Ø  Clarke次微分

Ø 若f:X →R在x0∈X处为局部Lipschitz连续函数, f 在x0∈X处沿方向v∈X

的Clarke广义导数定义为

f0(x0;v) = limsupx→x0,t↓0  f(x + td) − f(x) / t,

Ø f 在x0处的Clarke次微分定义为

∂f(x0) = {ξ ∈ X*: <ξ, v> ≤  f0(x0 ,v),∀v∈X}
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拓展资料

Ø  f 在x0处的正则次微分（regular subdifferential）定义为 

Ø  f 在x0处的极限次微分（limiting subdifferential）定义为

Ø  f 在x0处的horizon subdifferential定义为

        0 0 0 0
ˆ ( ) : ,Tf x v f x f x v x x x x x       

 0 0
ˆ( ) : , ( ), . .k k k kf x v x x v f x s t v v     

 0 0
ˆ( ) : , ( ) 0, . .k k k k

k kf x v x x v f x and t s t t v v      
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大 数 据 优 化 ： 理 论 、 算 法 及 其 应 用

— — 来 源 于 《 最 优 化 计 算 方 法 》 ( 高 教 社 )
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